Das 3-Peso-Problem bzw. eine Theorie der optimalen Wahrungsstiickelung

Einflihrung: Bei einem Besuch der Insel Kuba musste ich feststellen, dass es dort kein 2-Peso-Stiick gibt (ich
rede im folgenden immer von Stlck, auch wenn es sich dabei vielleicht um einen Schein handelt) - daflir aber
ein 3-Peso-Stlick. Wie soll man dies nun bewerten? Ist vielleicht diese Art der Wahrungsstiickelung optimaler
als unsere (mit dem 2-Euro-Stlick)? Aber in welcher Hinsicht - vielleicht weil man dann im Mittel weniger Geld-
stiicke braucht im taglichen Zahlungsverkehr? Und vielleicht gibt es sogar noch “bessere” Wahrungsstiickelun-
gen. Diese Gedanken gingen mir durch den Kopf. Und so kam es zu dem folgenden Papier.

Definition 1: Mit A(n) fir n € N wird der Anfangsteil der natirlichen Zahlen {1,2,3,...,n} bezeichnet.

Bemerkung: Es schien mir sinnvoll den zu betrachtenden Geldraum nach oben zu beschréanken. Zum einen
macht es die folgende Theorie liberhaupt erst méglich und schafft auch eine Grundlage fir die damit verbunde-
nen Berechnungen, die weiter unten folgen. Im Ubrigen entspricht dies aber auch der Praxis, in der es fiir den
Bargeldverkehr sicher eine ganz pragmatische obere Grenze gibt - mag die nun bei 100 oder bei 1000 Euro
liegen; darliber hinaus lauft doch alles bargeldlos ab. Man kann dann natirlich auch noch entscheiden, ob man
auf Basis ganzer Euros rechnet oder auf Cent-Basis (Faktor 100 ! = mangelnde Rechnerkapazitat). Eine Berech-
nung auf Cent-Basis wiirde aber sehr wahrscheinlich zu drastischen Abweichungen von der konventionellen
Stiickelung fiihren, wie wir aus den folgenden Uberlegungen noch sehen werden (es gébe dann vermutlich

nicht mal mehr das 1-Euro-Stiick), und damit zu groRen Akzeptanzproblemen.

Definition 2: Sei T={ty,tz,...,tm} € A(n) und sei x € A(n). Dann heilt S=(s4,S3,....sm) € Ny' (No = N U {0}) eine
Stlckelung von x bezlglich T, wenn gilt: x = 2{21 si t;.

Mit S1(x) bezeichnen wir die Menge aller Stiickelungen von x beziiglich T.

Definition 3: Sei x e A(n), sei T = {ty,t2,....tm} € A(n) und S=(s4,S2,...,Sm) €ine Stiickelung von x beziglich T.
Dann heif3t Anz(S) := Zi“:1 s; die Stiickanzahl von S.

Beispiel: Mit T = {1,5} c A(9) gilt z.B. (1,1) ist eine Stiickelung von 6 beziiglich T (weil 1 * 1 + 1 » 5 = 6) mit
Stuckanzahl Anz((1,1)) =1+1=2.

Definition 3: Sei B c A(n), dann heil’t B eine Basis von A(n), wenn gilt: ¥ x € A(n) 3 (mindestens) eine Stlick-
elung von x beziglich B.

Beispiel: {1,5} ist eine Basis von A(9) - jede naturliche Zahl zwischen 1 und 9 Iasst sich als Summe von Ele-
menten aus {1,5} darstellen, oft sogar auf mehrere verschiedene Weisen -soistetwa6=1+1+1+1+1+1
und 6=5+1.

Lemma 1: ¥ n € N und fir alle Teilmengen B von A(n) gilt: 1e B < B Basis von A(n)
Beweis: Jede natlrliche Zahl x lasst sich als Summe Z;‘ﬂ 1 darstellen.1 Iasst sich nur auf genau eine Weise als

Summe natirlicher Zahlen darstellen (1 = zi1=1 1).
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Lemma 2: ¥V n e N gilt: {1} ist eine Basis von A(n) (wir nennen sie auch die minimale Basis)
Beweis: folgt aus Lemma 1

Lemma 3: V n e N gilt: A(n) ist eine Basis von A(n) (wir nennen sie auch die maximale Basis)
Beweis: folgt aus Lemma 1.

Definition 4: Sei B eine Basis von A(n) und x € A(n). Dann definieren wir Ming(x) := Minimum(Anz(S)).
s eSg(x)

Bemerkung: Dies ist die minimale Anzahl Stlicke zur Darstellung von x mit der Basis B. Wegen B Basis
existiert fir alle x € A(n) mindestens eine Stlickelung. Es kann nur endlich viele Stiickelungen geben, also
existiert immer auch das Minimum.

Beispiel: Mit B:= {1, 5} Basis von A(9) gilt Ming(1) = 1, Ming(2) = 2, Ming(3) = 3, Ming(4) = 4, Ming(5) =1,
Ming(6) = 2, Ming(7) = 3, Ming(8) = 4, Ming(9) = 5.

Definition 5: Sei B eine Basis von A(n). Dann definieren wir AvgMin(B) := (33_; Ming(x)) / n.
Bemerkung: Dies ist die durchschnittliche Anzahl Stiicke zur minimalen Darstellung aller Elemente von A(n).
Beispiel: Wie man leicht fir die Basis B:= {1, 5} von A(9) errechnen kann, ist AvygMin(B) = 2,77.

Satz 1: Fir die minimale Basis von A(n) gilt AvgMin({1}) = (n + 1) / 2 und flr die maximale Basis gilt
AvgMin(A(n)) =1V¥neN.

Beweis: Wie man leicht sieht gilt fir die minimale Basis Min4,(x) = x und damit AvygMin({1}) = (n + 1) / 2. Fur
die maximale Basis gilt Mina (n)(x) = 1 V x € A(n) und damit AvgMin(A(n)) = 1.

Bemerkung: Mit Hilfe von Definition 5 kann man nun Basen hinsichtlich ihrer Optimalitat (im Mittel moglichst
wenig Stlicke) vergleichen. Allerdings sieht man sofort, dass man sich dabei auf Basen der gleichen
Méachtigkeit beschranken muss, denn es gibt natirlich immer eine gréRere Basis mit kleinerem Wert von
AvgMin - z.B. die maximale Basis. Es gilt sogar der folgende Satz.

Satz 2: Sei B eine Basis von A(n) der Machtigkeit m < n. Dann gibt es eine Basis B’ der Machtigkeit m + 1 mit
AvgMin(B’) < AvgMin(B)

Beweis: Sei x e A(n) \ B. Dann ist B’ := B U {x} eine Basis von A(n) in der sich x durch sich selbst darstellen
lasst und damit minimaler als in B (wo man mindestens 2 Stlicke braucht), wahrend sich alle anderen Elemente
von A(n) mindestens ebenso minimal darstellen lassen.

Bemerkung: Jetzt I8sst sich auch das 3-Peso-Problem entscheiden. Da mir nur begrenzte Rechnerkapazitaten
zur Verfligung standen, habe ich beispielhaft nur den Geldraum A(99) betrachtet - als Einheit kann man sich
dann den Euro bzw. Peso vorstellen. Mit einem Computerprogramm wurden auf dem Geldraum A(99) die
(deutsche) Basis D := {1, 2, 5, 10, 20, 50} mit der (kubanischen) Basis K :={1, 3, 5, 10, 20, 50} verglichen. Fr
beide kam interessanterweise derselbe Wert AvgMin(D) = AvgMin(K) = 3,43 heraus (was man vielleicht auch
erwarten konnte, wenn man sich nur die Darstellung der ersten 10 Zahlen in den beiden Basen anguckt).
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Auch fir die modifizierte kubanische Basis K’ := {1, 3, 5, 10, 30, 50} ergibt sich derselbe Wert. Doch gibt es
vielleicht noch bessere Basen derselben Machtigkeit?

Definition 6: Sei B(m) die Menge aller Basen von A(n) der Machtigkeit m <= n. Sei B’ € B(m). Dann heif3t B’ m-
optimal in A(n), wenn AvgMin(B’) £ AvgMin(B) V¥ B € B(m).

Bemerkung: Fiir B(6) ergeben sich (per Programm) die beiden Basen {1,4,6,21,30,37} und {1,5,8,20,31,33} als
6-optimal in A(99) mit AvgMin = 2,94 und sind damit deutlich besser als die deutsche oder kubanische Basis.
Auch die Basis {1,3,4,10,30,40} ist mit einem AvgMin = 3,23 etwas besser (und ist trotzdem ziemlich ‘dezimal’).
Interessanterweise gibt es sogar eine Basis der Machtigkeit 5 (also kleiner 6!), die optimaler ist als die
deutsche bzw. kubanische Basis: {1,5,16,23,33} mit AvgMin = 3,32.

Bemerkung: Unbefriedigend an den bisherigen Betrachtungen ist die Tatsache, das wir kein Optimalitatskri-
terium fur die zu wahlende Machtigkeit der Basis haben. Natirlich ist die maximale Basis immer besser (mit
AvgMin = 1) als jede Basis mit kleinerer Machtigkeit - aber gleichzeitig diirfte diese Basis (ein Geldstuck fir
jeden Betrag) fir den taglichen Umgang mit Geld sehr unpraktisch sein. Wir brauchen daher noch ein weiteres
Kriterium.

Definition 7: Ein Zahlentupel E = (e1,€5,....em) € N mite; s e, <... ey, < n heilt ein Erzeuger von A(n) (m,n e
N), wenn gilt: V x e A(n) 3 6 {0,1} (1sism) mitx =51 (& * &)

Die Zahl Dim(E):= m € N heif3t dann die Dimension des Erzeugers.

Bemerkung: Es darf in dem Zahlentupel eines Erzeugers eine Zahl auch mehrfach auftreten. So sind sowohl
(1,2,4,8) als auch (1,1,3,6) Erzeuger von A(9) (neben etlichen anderen Erzeugern). Anschaulich: Wenn man
nur Eurostlicke mit den Werten (1,2,4,8) oder (1,1,3,6) in der Geldbdrse hat, so a6t sich damit jeder Geldbe-
trag zwischen 1 und 9 Euro bezahlen.

Bemerkung: Die Reihenfolge der Zahlen im Tupel spielt eigentlich keine Rolle (jede mdgliche Kombination
ware wieder ein Erzeuger). Wir nehmen aber im folgenden o0.B.d.A. immer e <e;,<...<eq an. Triviale Erzeuger
in A(n) sind die n-dimensionalen Tupel (1,1,1,...,1) und (1,2,...,n).

Lemma 4: Sei E = (eq,e5,...,em) ein Erzeuger von A(n). Dann ist (eq,e,,...,e) ein Erzeuger von A(ex.1-1) fur 1 <
k<m.
Beweis folgt aus der Definition.

Definition 8: Es sei E(n) die Menge aller Erzeuger von A(n). Sei E’ € E(n). Dann heillt E’ minimaler Erzeuger
von A(n), wenn Dim(E’) < Dim(E) V E € E(n). Dim(E’) heif3t dann Dimension von A(n), geschrieben Dim(A(n)).

Bemerkung: Wie man leicht nachrechnen kann sind (1,2,4,8), (1,2,4,7), (1,2,4,6), (1,2,4,5), (1,2,4,4), (1,2,3,7),
(1,2,3,6), (1,2,3,5), (1,2,3,4), (1,2,3,3), (1,2,2,6), (1,2,2,5), (1,2,2,4), (1,1,3,6), (1,1,3,5), (1,1,3,4), (1,1,2,5)
minimale Erzeuger von A(9). A(9) hat also die Dimension 4. Anschaulich gesprochen braucht man min-
destens 4 Geldstiicke um damit alle méglichen Geldwerte im Geldraum A(9) darzustellen.
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Lemma 5: Sei m < n (m,n € N). Dann ist Dim(A(m)) < Dim(A(n)).
Beweis: Sei E = (e1,€3,....6) mit k € N ein minimaler Erzeuger von A(n). Sei j der grolite Index fir den e; < m.

Da nach Lemma 4 E’:=(e1,e2,...,ej) ein Erzeuger von A(m) ist, gilt Dim(A(m)) < DIim(E’) < Dim(E) = Dim(A(n)).

Bemerkung: Trivialerweise ist (1) minimaler Erzeuger von A(2-1)={1}. Wie man leicht sieht ist (2°,2") = (1,2)
ein Erzeuger in A(22-1) = A(3) (es ist ndmlich 1+2=3). (1,2) ist ein minimaler Erzeuger, denn alle méglichen 1-
er Tupel ((1),(2),(3)) sind keine Erzeuger von A(3). (1,2) ist sogar der einzige minimale Erzeuger (mit Dimen-
sion 2), denn alle anderen moglichen 2-er Tupel - (1,1), (1,3), (2,2), (2,3), (3,3) - sind ebenfalls keine Erzeuger.
Dies fihrt zum folgenden Satz.

Satz 3: Fir alle n e N ist E":=(2°,2",22 .. 2"1) einziger minimaler Erzeuger von A(2"-1), das damit die Dimen-
sion n hat.

Beweis: Eine n-elementige Menge besitzt genau 2" Teilmengen (darunter auch die leere Menge). Man kann
also aus den n Komponenten eines n-dimensionalen Erzeugers durch Summenbildung (in der jede Kompo-
nente hochstens einmal auftreten darf) maximal 2"-1 verschiedene Zahlen erzeugen. Es kann also keinen
Erzeuger von A(2"-1) geben, der weniger als n Komponenten hat. Wie man leicht sieht (Binardarstellung der
natirlichen Zahlen!) ist E" ein Erzeuger von A(2"-1) und damit sogar ein minimaler Erzeuger.

E" ist sogar der einzige minimale Erzeuger von A(2"-1). Angenommen es gabe einen weiteren Erzeuger
E’=(e1,ez,...,.en)*E" der Dimension n. Sei i > 1 der kleinste index, fur den gilt e;#2"*. Falls e;>2"*, dann 1413t
sich 2"* nicht durch (eq,es,...,€;_1) erzeugen. Falls e;<2"*, dann 4Rt sich die Zahl e; sowohl durch e; als auch
durch (eq,e»,...,6i_1) erzeugen und es gibt nicht mehr genug Moglichkeiten um mit E’ alle Zahlen von A(2"-1) zu
erzeugen. Also ist E" der einzige minimale Erzeuger von A(2"-1).

Bemerkung: Wir sehen also, dass sich die Dimensionalitét eines wachsenden Anfangsteils der natirlichen
Zahlen immer bei der nachst héheren Zweierpotenz um eins erhéht. Es folgt direkt der nachste Satz.

Satz 4: Fir alle m, n e N mit 2" < m < 2" gilt Dim(A(m))=n und E":=(2°,2",22,...,2" 1) ist minimaler Erzeuger
von A(m). Fir m=2"-1 ist E" sogar der einzige minimale Erzeuger.

Bemerkung: Fir den bereits oben betrachteten Geldraum A(99) ergibt sich wegen 2°=64 < 99 < 27=128 die
Dimension 7. Dies wirde fur eine 7-teilige Stiickelung sprechen, zumal sich in der Menge der minimalen
Erzeuger des A(99) auch kein Tupel mit mehrfach wiederholten Werten findet. Man kénnte mit 7 Stlicken
sogar den A(127) abdecken. Hierflr gibt es dann allerdings nur einen einzigen minimalen Erzeuger
(1,2,4,8,16,32,64), der im A(99) den guten Wert von AvgMin = 3,19 hat. Fir den Mathematiker ware dies

sicher die eleganteste Losung, doch wiirde eine solche Stlickelung vermutlich wegen der gro3en Abweichun-
gen vom Dezimalsystem auf Widerstande stof3en.

Bemerkung: Per Programm wurden fir den A(99) insgesamt 1154 minimale Erzeuger ermittelt und fir jeden
Erzeuger auch der AvgMin. Eine kleine Auswahl davon befindet sich im Anhang 1. Als minimale Erzeuger mit
dem kleinsten Wert fir AvgMin (= 2,83) erhalten wir die zwei Basen {1, 2, 4, 8, 13, 29,48} und {1, 2, 4, 7, 15,

27, 45}, die leider sehr weit vom dezimalen System der konventionellen Stiickelung {1, 2, 5, 10, 20, 50} abwe-
ichen. Es wurde deshalb unter den minimalen Erzeugern nach den Basen mit maximaler Ahnlichkeit zur konven-
tionellen Basis gesucht: insgesamt 12 minimale Erzeuger stimmen mit 4 Stiicken der konventionellen Stiick-
elung Uberein. Unter diesen wurden schliellich die beiden Basen mit dem geringsten AvgMin ausgewahlt:
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B1:={1,2,4,7, 15, 20, 50} mit AvgMin = 3 und B2 := {1, 2, 4, 8, 15, 20, 50} mit AvgMin = 2,96.

Als zusatzliches Kriterium kénnte man jetzt noch die Gesamtsumme der Basis minimieren - man méchte auch
wertmaBig maoglichst wenig Geld mit sich herumtragen. Hier schneidet B1 mit der kleinstmdglichen Summe von
99 geringfligig besser als B2 mit 100 ab. Daflir hat allerdings B2 einen geringfligig besseren AvgMin als B1.

Konklusion: B1 und B2 ware beide sicher sehr geeignete Kandidaten fir eine deutlich bessere Wahrungsstiick-
elung. Beide Basen haben einen um mehr als 10% geringeren AvgMin als die konventionelle Stiickelung (=
3,43). Mit beiden Basen braucht man nur 7 Stiicke, um jedes Geldgeschaft im A(99) tatigen zu kénnen,
wahrend mit der konventionellen Basis mindestens 8 Stlicke notwendig sind - wie man sich leicht selbst Gber-
legen kann, muss man konventionell mindestens zwei 1- oder 2-Euro-Stlicke und auch zwei 10- oder 20-Euro-
Stlicke dabei haben. Und schlieRlich halt sich die Abweichung von der konventionellen Stiickelung in Grenzen.
Fur die vielleicht vermissten 5- und 10-Euro-Scheine gibt es jetzt den 15-Euro-Schein, und mit den neuen 4-
und 7-Euro- (bzw. 8-Euro-) Scheinen viel Flexibilitat. Natlrlich wirde man den Cent-Bereich dann ganz analog
stuckeln.

Thomas Blunck / 28.11.2019



6 | 3Peso.nb

Anhang 1 - Der AvgMin fiir ausgewahlte Basen im A(99) und A(127)

AvgMin fiir Basen der Machtigkeit 6 im A(99):
125102050 --->3,43
135102050 ---> 3,43
135103050 --->3,43
134103040-->3.23
127192933 -->3

13916 3540 ---> 2,95
146213037 --->2,94 Il Optimum
158203133 --->2,94 Il Optimum
169162940 ---> 2,95

171021 26 44 ---> 2,97

1810 13 36 40 ---> 3,03
124816 32 --->3.55

AvgMin fiir Basen der Machtigkeit 5 im A(99):
1272433 -->344

13112734 --->3,34

15162333 ---> 3,32 Il Optimum

AvgMin fiir ausgewahlte Basen, die zugleich minimale Erzeuger sind im /A(99):
1248 13 29 48 ---> 2,83 ! Optimum

1247 15 27 45 ---> 2,83 ! Optimum

12481520 50 -—-> 2,96 (maximale Ubereinstimmung mit konventioneller Stiickelung)
12471520 50 >3 (maximale Ubereinstimmung mit konventioneller Stiickelung)
1248 16 32 64 ---> 3.19 (die vom Autor bevorzugte Stiickelung)

AvgMin fiir Basen der Machtigkeit 7 im A(127):

12510 20 50 100 ---> 3.39

124 8 16 32 64 -—-> 3.52



Anhang 2 - Quellcode ‘FixBase’ zur Berechnung von AvgMin

Option Compare Database

Option Base 1

Option Explicit

Const sMax = 127

Const bMax =7

Const MAXINT As Integer = (2 15) - 1
Const strPath = “C:\Users\tb\Desktop\Test\TESTFILE.TXT”
Dim base(bMax) As Integer

Dim stringArray() As String

Dim min As Integer

Dim timer As Date

Private Sub findFixbase() ‘ Suche nach optimaler Basis

timer = Time
newFile
base(1) =1

min = 340 * Anfangsschéatzung
indexLoop 2, 2
Print #1, Time
Close #1
End Sub

Private Sub calcFixBase() * Ermittlung Durchschnitt Stiickanzahl fir gegebene Basis
base(1) =1

base(2) =2
base(3) =4
base(4) =8
base(5) = 16
base(6) = 32
base(7) = 64
min = MAXINT
calc (True)
End Sub

Private Sub indexLoop(index As Integer, start As Integer)
Dim i As Integer
Dim j As Integer
Dim line As String
Dim sum As Integer
For i = start To sMax - bMax + index Step 1
base(index) =i
If index = bMax Then
sum = calc(False)
If sum <= min Then
If sum < min Then
min = sum
newFile
Print #1, “Summe: “ & Str(min) & “ Average: “ & Str(min / sMax)
End If
line =
Forj=1To bMax Step 1
line = line & Str(base(j)) & “ “

“n

Next j
Print #1, line
End If
Else
indexLoop index + 1, i+ 1
End If
Next i
End Sub

Private Function calc(individual As Boolean) As Integer
Dim space(sMax) As Integer
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Dim stepCounter As Integer

Dim spaceCounter As Integer

Dim s As Integer

Dim b As Integer

Dim zw1, zw2, zw3 As Integer

Dim sum As Integer

Dim line As String

Fors =1 To sMax Step 1
space(s) =0

Next s

For b =1 To bMax Step 1
space(base(b)) = 1

Next b

sum = bMax

spaceCounter = bMax

stepCounter = 1

Do While spaceCounter < sMax
If Not individual Then

‘ grobe Abschatzung Uber die zu erwartende Summe
‘ kann zum vorzeitigen Abbruch fiihren
zw1 = spaceCounter
zZwW2 = sum
zw3 = stepCounter + 1
Do While zw1 * bMax < sMax - zw1
zw2 = zw2 + zw1 * bMax * zw3
zw1 =zw1 + zw1 * bMax
zw3 =zw3 + 1
Loop
zw2 = zw2 + (sMax - zw1) * zw3
If (zw2 > min) Then

sum = MAXINT
Exit Do
End If
End If

Fors =1 To sMax Step 1
If space(s) = stepCounter Then
Forb =1 To bMax Step 1
zw1 = s + base(b)
If zw1 > sMax Then
Exit For
End If
If space(zw1) = 0 Then
space(zw1) = stepCounter + 1
sum = sum + stepCounter + 1
spaceCounter = spaceCounter + 1
End If
Next b
End If
Next s
stepCounter = stepCounter + 1
Loop
calc = sum
If individual Then
newFile
line ="
For b =1 To bMax Step 1
line = line & Str(base(b)) & “

Next b
line = line & “ - Summe: “ & Str(sum) & “ - Average: “ & Str(sum / sMax)
Print #1, line

Fors =1 To sMax Step 1
line = Str(s) & “: “ & Str(space(s))
Print #1, line
Next s
Close #1
End If
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End Function

Private Sub newFile()
Close #1
Open strPath For Output As #1
Print #1, timer
Print #1, “ sMax = “ & Str(sMax) & “; bMax = “ & Str(bMax)
Close #1
Open strPath For Append As #1
End Sub

Private Sub BigLoop()
Dim i As Integer
Dim testString As String
Open “C:\Users\tb\Desktop\Test\TESTFILEO.TXT” For Input As #2
newFile
Do While Not EOF(2)
testString ="
Line Input #2, testString
stringArray() = Split(testString, “;”, 7)
Fori=0TobMax -1 Step 1
min = MAXINT
base(i + 1) = val(stringArray(i))
Next i
Print #1, testString & “;” & (calc(False) / sMax)
Loop
Close #1
Close #2
End Sub
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Anhang 3 - Quellcode ‘FlexBase’ zur Berechnung minimaler Erzeuger

Option Compare Database

Option Explicit

Option Base 1

Const strStart = "C:\Users\tb\Desktop\Test\TEST"
Dim sMax As Integer

Dim strPath As String

Dim space(255) As Integer

Dim min As Integer

Dim timer As Date

Private Sub findFlexBase()
Dim i As Integer
timer = Time
For sMax =2 To 15 Step 1
min = sMax ' min muss <= sMax sein !
strPath = strStart & Str(sMax) & ".TXT"
newFile
indexLoop 1, 0, 0
Next sMax
Write #1, Time
Close #1
End Sub

Private Sub checkFlexBase()
Dim i As Integer

sMax = 14
Fori=1To sMax Step 1
space(i) =0

Next i

space(1) =1

space(2) = 1

space(4) =1

space(6) = 1

Debug.Print check(space)
End Sub

Private Sub indexLoop(index As Integer, sum As Integer, total As Integer)
Dim i As Integer
Dim j As Integer
Dim s As Integer
Dim zwsum As Integer
Dim line As String
If index =1 Then
i=1
Else
i=0
End If
Fori=iTo min Step 1
Zwsum = sum + i
If index * i > sMax Or zwsum > min Then
Exit For
End If
space(index) = i
If index = sMax Then
If check(space()) Then
If zwsum < min Then
min = zwsum
newFile
End If
line =""
Forj=1To sMax Step 1
If (space(j) > 0) Then
line = line & Str(j) & ":" & Str(space(j)) & " "
End If
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Next j
Print #1, line
End If
Else
Ifi>=1Then
indexLoop index + 1, zwsum, total + i * index
Else
If total >= index Then
indexLoop index + 1, zwsum, total
End If
End If
End If
Next i
End Sub

Private Function check(ByRef space() As Integer) As Boolean
Dim i As Integer
Dim j As Integer
Dim s As Integer
Dim val As Integer
Dim test(255) As Boolean
Fors =1 To sMax Step 1
test(s) = False
Next s
For s =sMax To 1 Step -1
val = space(s)
If val > 0 Then
For j=sMax To 1 Step -1
If test(j) Then
Fori=1To val Step 1
If j +i*s)<=sMax Then
test(j +i*s)=True
End If
Next i
End If
Next j
Fori=1To val Step 1
If (i * s) <= sMax Then
test(i * s) = True
End If
Next i
End If
Next s
check = True
For s =1 To sMax Step 1
If Not test(s) Then
check = False
Exit For
End If
Next s
End Function

Private Function printArray(ByRef arr() As Boolean)
Dim i As Integer
For i = LBound(arr) To UBound(arr) Step 1
Debug.Print i, arr(i)
Next i
End Function

Private Sub newFile()
Close #1
Open strPath For Output As #1
Print #1, timer
Print #1, "Minimum: " & Str(min)
Close #1
Open strPath For Append As #1
End Sub



